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Algebra II. Examen IX

Ejercicio 1 (1.0 punto). Cuestionario

En las siguientes cuestiones responde “VERDADERO” o “FALSO” y haz un
breve razonamiento para justificar tu respuesta. Cada respuesta correcta puntia 0,1
puntos.

1) Si f: G — H es un homomorfismo de grupos y N < G es un subgrupo normal,
entonces f.(IN) < H es un subgrupo normal.

2) Si H < Ny N <G son subgrupos normales, entonces H < G es un subgrupo
normal.

3) Si H es un subgrupo normal de G'y 2% € H, para todo = € G entonces G/H
es abeliano.

4) De Dy en Zyy existen 12 homomorfismos de grupos sobreyectivos.

5) Sean A y B dos grupos y consideremos el grupo G = A X B y un subgrupo
normal suyo H, tal que G = HA=HBy HNA=HNB =1, entonces A es
isomorfo a B.

6) Dado un grupo G = KH, donde K, H son subgrupos abelianos de G y K es
normal en GG, entonces G es resoluble.

7) Si G es un grupo ciclico de orden p™ con p primo, entonces la longitud es n y
sus factores son todos Z,.

8) Si G un grupo abeliano ciclico. Entonces G es simple.
9) El centralizador Cp,(s) es isomorfo a Cy x Cj.

10) A4 X Zs tiene un tnico 3-subgrupo de Sylow.

Ejercicio 2 (0.5 puntos). Sea G el grupo con 24 elementos descrito de la siguiente
manera:

G ={(a,b;a®=1,b* = 1,bab = a)

a) (0.10 puntos) Calcula el orden de ab.

)
b) (0.10 puntos) (Es el subgrupo H = (ab) normal?
)

) (
) (

¢) (0.15 puntos) ;Tiene G un 2-subgrupo de Sylow normal?
) (

d) (0.15 puntos) Considera el G-conjunto X = Syl,(G) y sea ¢ el homomorfismo

asociado a la accién. Demuestra que la accién no es fiel y que ker(¢) no puede
tener orden primo.

Ejercicio 3 (0.5 puntos). Sea G = D; x H donde H es un grupo simple de orden
168. ;Cuantos elementos de orden 7 tiene G?
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Solucion.

Ejercicio 1 (1.0 punto). Cuestionario

1)

FALSO. Consideramos la cadena Dy <V, < S, donde
Vi ={id,(12)(34),(13)(24),(14)(23)} es el subgrupo normal de Klein en Sy
y tomamos N = {id, (12)(34)} = Dy aunque valdria cualquier generador.

Al ser V, abeliano, todo subgrupo suyo es normal, por lo que N < Vj. Si
definimos el homomorfismo de inclusion ¢ : V; — Sy, la imagen directa de N
es i,(N) = N.

Sin embargo, N no es normal en el codominio H = S, puesto que al conjugar
por la transposicién (23) € S; obtenemos (23)(12)(34)(23)~! = (13)(24) ¢
N. Por tanto, la imagen de un subgrupo normal mediante un homomorfismo
no es necesariamente normal en el grupo de destino.

FALSO. Si utilizamos el mismo contraejemplo de antes Dy < V; < Sy ya
hemos probado que la normalidad no es transitiva.

VERDADERO. En el grupo cociente G/ H, tomemos dos clases cualesquiera
xH y yH. Por hipétesis, para todo g € G se cumple que g2 € H, lo que significa
que en el cociente (gH)?> = g?H = H. De este modo, cada elemento coincide
con su propio elemento inverso ((xH)™' = wH). Todo grupo en el cual el
cuadrado de cada elemento es la identidad es abeliano, ya que:

vHyH = (vHyH) ™' = (yH) Y(«H) ' = yHaH
Por lo tanto, G/H es abeliano.

FALSO. El nimero de homomorfismos sobreyectivos es 0.

Sea ¢ : Do — Zi15 un homomorfismo de grupos. Supongamos, por reduccion
al absurdo, que ¢ es sobreyectivo, es decir, Im(¢) = Z;,.

Por el Primer Teorema de Isomorfia para grupos, sabemos que:

D12
ker(¢)

Dado que el grupo cociente D15/ ker(¢) es isomorfo a Zj,, en particular es un
grupo abeliano. Por las propiedades de los grupos cocientes abelianos, el niicleo
ker(¢) debe contener necesariamente al subgrupo conmutador (o derivado) de
D12, denotado por D/12 = [D127 Dlg].

Recordemos que la presentacién candnica del grupo diédrico Dis (de orden
2-12=24) es:

= Im(p) = Zio

Diy=(r,s|r? =18 =1srs=7r""1)
Calculamos el conmutador genérico de los generadores:

[r,s] =r s trs =r Ysrs) =r trt =172
Por tanto, el subgrupo derivado esta generado por las potencias pares de
la rotacién: D}, = (r?). Como r tiene orden 12, el elemento r? tiene orden
12~ =6. Asi, |D},| = 6.

mcd(2,12)
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9)

El cociente por el subgrupo derivado (la abelizacién de Dy,) tiene orden 3 = 4

Por el Tercer Teorema de Isomorfia, como D}, < ker(¢), el grupo cociente
D15/ ker(¢) es isomorfo a un subgrupo de Dy3/DY,.

En ese caso:

D
IIm(¢)| = ‘ ker@)‘ divide a |Zy x Zy| = 4
En particular, |Im(¢)| < 4. Esto contradice la hipétesis de que ¢ es sobreyec-
tivo, lo cual requeriria que |Im(¢)| = |Z12| = 12.

Concluimos que no existe ningiin homomorfismo sobreyectivo de D15 en Zq,.

VERDADERO. Haciendo uso del Segundo Teorema de Isomorfia y apoyando-
nos en que H < GG, podemos relacionar los subgrupos del producto directo de
la siguiente manera:

G/H=(HA)/H=A/(HNA) =A/1=A
Efectuando el mismo procedimiento de forma simétrica para el subgrupo B:
G/H=(HB)/H=B/(HNB)=B/1=B

Al ser tanto A como B isomorfos al mismo grupo cociente G/H, por la pro-

piedad transitiva de los isomorfismos de grupos se deduce directamente que
A= B.

VERDADERO. Consideremos la serie de subgrupos 1 < K < (. Analicemos
sus factores: el primer factor es K/1 = K, que es abeliano por hipétesis. El
segundo factor es G/K = (KH)/K, el cual, aplicando el Segundo Teorema
de Isomorfia, resulta ser isomorfo a H/(K N H). Dado que H es abeliano,
cualquier cociente suyo también conserva la propiedad conmutativa. Al haber
construido una serie normal cuyos factores cocientes son todos abelianos vemos
que G es un grupo resoluble.

VERDADERO. Un grupo ciclico G & Z,» posee un unico subgrupo de orden
p* para cada entero 0 < k < n. Debido a esta unicidad, cuenta con una sola
serie de composicion, la cual viene determinada por la cadena ordenada de
subgrupos 1 = Gy < G; < --- 4 G, = G, con |G| = p*. La longitud de la
serie coincide con el exponente n. Asimismo, cada factor de la composicién
G /Gy_1 tiene un orden igual a p*/p*~! = p; al ser de orden primo, todos los
factores son necesariamente isomorfos a 7Z,.

También podriamos haber aplicado que al ser ciclico es abeliano y usando el
ejercicio 2.7.5 de la relacion de ejercicios sacamos inmediatamente lo pedido.

FALSO. Seria cierto si ademas fuera de orden primo, por tanto, si considera-
mos el grupo Z, vemos que es abeliano y ciclico pero Zsy <Zy4 por lo que Zy4 no
es simple.

VERDADERQO. El grupo diédrico D, se define mediante la presentacion
(r,s | r* = 1,5 = 1,srs = r~). El centralizador Cp,(s) estd formado por
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todos los elementos de D, que conmutan con la reflexién s. De entrada, es
evidente que 1,s € Cp,(s). Por otra parte, sabemos que el centro del grupo
es Z(Dy) = {1,7*}, lo que asegura que el elemento 7? también conmuta con
s. Por ultimo, el elemento sr? cumple s(sr?) = r? = (sr?)s, de modo que
también pertenece al conjunto. Asi, el centralizador es Cp, (s) = {1,7%, s, sr?},
que posee orden 4. Puesto que todos sus elementos no triviales tienen orden
2 (yvaque ()2 =1, s> =1y (sr?)? = sr?sr? = ssr?r? = 1), este grupo es
isomorfo al grupo de Klein, Cy x Cs.

FALSO. El orden del producto directo es:
|Ay X Zs| = |Ay4] - |Zs| =12-5=60=2*-3-5

Los 3-subgrupos de Sylow tienen orden 3. Utilizando los teoremas de Sylow, el
numero de estos subgrupos, ng, debe dividir a 69/3 = 20 y verificar la condicién
de congruencia ng = 1 (mdd 3). Los divisores de 20 son {1,2,4,5,10,20},
y los tnicos que cumplen la congruencia son 1 y 4. En el factor A, existen
exactamente 8 elementos de orden 3 (los 3-ciclos), los cuales dan lugar a 8/2 = 4
subgrupos de orden 3. Los 3-subgrupos de Sylow de A, X Zs son de la forma
P x {0}, con P € Syly(Ay4). Al existir 4 elecciones posibles para P, el grupo
total cuenta con 4 subgrupos de Sylow de orden 3, de modo que no es 1nico.

Ejercicio 2 (0.5 puntos). Sea G el grupo con 24 elementos descrito de la siguiente
manera:

a)

G = {(a,b;a® = 1,b° = 1,bab = a)

Calcula el orden de ab.

Para calcular el orden de ab, buscaremos el menor entero positivo k tal que
(ab)* = 1. Empecemos calculando las potencias de este elemento, aprovechan-
do la relaciéon del enunciado bab = a:

Sabemos que (ab)® = 1, por lo que el orden de ab debe dividir a 8 (es decir,
puede ser 1, 2, 4 u 8).

s FEl orden de a es 8
» Por tanto, a®? # 1y a* # 1.

» Como (ab)? = a? # 1y (ab)! = a* # 1, concluimos que el orden no puede
ser ni 2 ni 4.

Conclusién: El orden de ab es 8.

. Es el subgrupo H = (ab) normal?
Sabemos por el apartado anterior que H = (ab) es un subgrupo de orden 8.
Para comprobar si es normal, basta ver si es invariante por conjugaciéon frente
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a los generadores de GG. Conjugaremos el generador de H, que es ab, mediante
el elemento b.

Primero, manipulamos la relacién bab = a. Multiplicando por b=! por la dere-

cha obtenemos:
ba = ab~' = ab?

Ahora conjugamos ab por b:
b(ab)b™! = (bab)b™ = ab™! = ab?

Para que H < G, el elemento ab® deberia pertenecer a H. Vamos a demostrar
que esto es imposible. Cualquier elemento de H es de la forma (ab)*.

» Si k es par, (ab)®™ = a*™. Si ab®> = a®™, entonces b* = a*™~'. Esto
implicarfa que b* € (a), lo cual es imposible pues los érdenes de a y b son
coprimos (med(8,3) = 1) y la interseccién de sus subgrupos generados es
trivial.

» Si k es impar, (ab)*™ ! = a®*™ab = a*™b. Si ab® = a*" b, cancelando
por la izquierda y derecha obtendrfamos b = a*™ € (a), llegando a la
misma contradiccion.

Como ab® ¢ H, tenemos que bHb™' # H.
Conclusién: El subgrupo H = (ab) no es normal en G.

,Tiene G un 2-subgrupo de Sylow normal?

El orden del grupo es |G| = 24 = 23 - 3, lo que nos indica que sus 2-subgrupos
de Sylow tienen un orden de 2° = 8. El subgrupo H = (ab) estudiado en
los apartados anteriores tiene orden 8, clasificindose como un 2-subgrupo de
Sylow de G. Por los teoremas de Sylow, sabemos que todos los subgrupos de
Sylow para un primo dado son conjugados entre si. Si existiese un 2-subgrupo
de Sylow normal, este tendria que ser tnico (ny = 1) y coincidir necesariamente
con H. Habiendo demostrado en el apartado (b) que H no es normal, vemos
claramente que G no tiene ningun 2-subgrupo de Sylow normal.

Considera el G-conjunto X = Syl,(G) y sea ¢ el homomorfismo asociado a la
accién. Demuestra que la accién no es fiel y que ker(¢) no puede tener orden
primo.

Consideremos la accién por conjugacién del grupo G sobre el conjunto de sus
2-subgrupos de Sylow, X = Syl,(G), donde | X| = ny = 3.

Sea ¢ : G — Sx = S3 el homomorfismo de permutaciones asociado a dicha
accion. El nicleo de este homomorfismo se define como la interseccién de todos
los 2-subgrupos de Sylow: ker(¢) = (\pegy), (@) I- Pues recordemos que todos
son conjugados entre si.

Por el Primer Teorema de Isomorfia, el grupo cociente G/ ker(¢) es isomorfo
a un subgrupo del grupo simétrico S3. Aplicando el Teorema de Lagrange, el
orden del cociente debe dividir al orden de S3, es decir, a 6:

24 24

|G/ ker(¢)| = Ther(@)] 6 = [ker(¢)] = =4
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Dado que el orden del niicleo es | ker(¢)| > 4 > 1, este contiene elementos
distintos de la identidad, lo que prueba rigurosamente que la acciéon no es

fiel.

Por otra parte, aplicando de nuevo el Teorema de Lagrange, el orden del sub-
grupo ker(¢) tiene que ser un divisor del orden total del grupo, |G| = 24. Los
divisores de 24 que cumplen con la condicién de ser mayores o iguales que 4
son los elementos del conjunto {4,6,8,12,24}. Como se puede observar, nin-
guno de estos valores corresponde a un niimero primo, demostrando asi que el
orden de ker(¢) no puede ser primo.

Ejercicio 3 (0.5 puntos). Sea G = D; x H donde H es un grupo simple de orden
168. ;Cuéantos elementos de orden 7 tiene G?

Dado cualquier (x,y) € D; x H sabemos que O(z,y) = mcm(O(z), O(y)). Debido
a que 7 es un numero primo, esto pasa si y solo si se da uno de los siguientes tres
casos:

» Caso 1: [z| =7y |y =1
» Caso 2: [z| =1y |y =T.
» Caso 3: |z| =Ty |yl =T.

Evaluemos de forma independiente la cantidad de elementos de orden 7 en cada
factor, pues de orden 1 solo esta la identidad:

~Y

» En el factor D;: Sabemos que C7; = (r) < D; y como es ciclico de orden
primo, todos sus elementos son de orden 7. El resto de elementos son las
simetrias que sabemos que todas tienen orden 2. Por tanto en total tenemos 6
elementos de orden 7 y la identidad con orden 1.

» En el factor H: El grupo H es simple y tiene un orden de 168 = 23-3-7. Los
elementos de orden 7 se encuentran contenidos en los 7-subgrupos de Sylow
de H. Como dichos subgrupos tienen orden primo 7, su interseccion es trivial
y cada uno de ellos aporta exactamente 7 — 1 = 6 elementos de orden 7.

Determinamos el nimero n; de 7-subgrupos de Sylow mediante las condiciones

de Sylow:
n;=1 (méd 7)
168
Los divisores de 24 son {1,2,3,4,6,8,12,24}, de los cuales solo el 1 y el 8
satisfacen la condicién de congruencia. Si n; = 1, el Unico 7-subgrupo de

Sylow seria normal en H, lo que contradice directamente la hipétesis de que
H es un grupo simple. En consecuencia, el niimero de subgrupos de Sylow es
obligatoriamente n; = 8. Asi, el nimero total de elementos de orden 7 en H
es 8 - 6 = 48 elementos y la identidad con orden 1.

Calculamos el niimero de combinaciones posibles para cada uno de los escenarios
planteados:
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» Caso 1: 6 (de D7) -1 (de H) = 6 clementos.
» Caso 2: 1 (de Dy)-48 (de H) = 48 elementos.
» Caso 3: 6 (de D7) - 48 (de H) = 288 elementos.

Efectuando la suma de las posibilidades de todos los casos concurrentes, obtenemos
que el nimero total de elementos de orden 7 en el grupo G es:

6 + 48 + 288 = 342
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